Chapitres 1 & 2 - Suites, continuité, convexité

Niveau : Terminales ES/L

Composition N°1 ‘

Remarque : Faire le sujet de spécialité sur une autre copie,

en indiquant le nom du professeur de spécialité sur la copie.

Exercice 1 (........ /5 points)

Pour chacune des questions suivantes, une seule des quatre propositions est exacte.

Merci, bonne épreuve a tous.

Aucune

justification n’est demandée. Une bonne réponse rapporte un point. Une mauvaise réponse, plusieurs
réponses ou 1’absence de réponse a une question ne rapporte ni n’enléve de point.
Pour répondre, recopier sur la copie le numéro de la question et indiquer la réponse choisie.

1. Dans une ville de la région, sur une population de 4200 habitants, 36 % ont pris connaissance de la publicité
lors de la premiére semaine de la campagne. Le nombre d’habitants de cette ville ayant pris connaissance de la
publicité lors de la premiere semaine de la campagne est:

A. 2688
C. 1167

B. 1512
D. 4164

2. Le premier jour de la campagne publicitaire, 150 habitants de la région ont pris connaissance de la publicité.
Chaque jour, le nombre d’habitants de la région ayant pris connaissance de la publicité est multiplié par 2.

On souhaite écrire un algorithme qui détermine le nombre de jours au bout desquels au moins 30 000 habitants de
la région auront pris connaissance de la publicité.

Parmi ces algorithmes, quel est celui dont le contenu de la variable IV, apres exécution de I’algorithme, répond au

probléme 7

A. B.
A+ 150 A+ 150
N+ 1 N +1
Tant que A < 30000 Tant que A < 30000
A+ 2A A+ 24
Fin Tant que N+ N+1
N+ N+1 Fin Tant que
C. D.
A+ 150 A+ 150
N+ 1 N +1
Tant que A < 30000 Tant que A > 30000
A+ 2A A+ 24
Fin Tant que N+ N+1
Fin Tant que

3. On considéere une fonction f définie sur [0;30], dont la courbe représentative de sa dérivée seconde Cyr est donnée

ci-contre.

Le point d’intersection entre la courbe Cy et axe des abscisses est le point A ayant comme coordonnées A(3, 32;0).
La courbe Cy» admet une tangente horizontale au point B d’abscisse 11.

Y

Cyrr

On note Cy la représentation graphique de la fonction f.

Alors :

A. Cy admet un point d’inflexion au point d’abscisse 11.

14 16 18 20 22
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B. f est concave sur [0; 30].
C. C(Cy n’admet pas point d’inflexion sur [0; 30].
D. Cy admet un point d’inflexion au point d’abscisse 3,32.

On considere une fonction g définie sur R, dont la courbe

représentative C, est donnée ci-contre.

La fonction G admet la propriété suivante pour tout x € R :

°3

N

G'(x) = g(x)

On en déduit que la fonction G est:

A. convexe sur lintervalle [—1 ;

C. croissante sur l'intervalle [2 ; 5

5].
B. concave sur lintervalle [—1 ; 5].
I

D. décroissante sur Uintervalle [2 ; 5]

a

5. Soit h la fonction définie sur [0;7] par h(z) = 2® — 922 + 232 — 15.

A. h est concave sur }1 85 ; 4, 15[

h est convexe sur 1,85 ; 4, 15[

caw

]
h est concave sur |3 ; ]
h est convexe sur ]

7.

Solution :

1. Réponse B.
36 % de 4200 est 4200 x 0,36 = 1512.

2. Réponse B.

e Algorithme A : N n’est pas itéré dans la boucle Tant Que mais seulement a la fin de 'algorithme.

e Algorithme C : il n’y a pas d’itération sur N.

e Algorithme D : la condition sur A est fausse, il faut effectuer la boucle Tant Que , tant que A < 30000. Si on
fait tourner cet algorithme, il n’exécutera pas les instructions contenues dans la boucle.

3. Réponse D

C; admet un point d’inflexion en 3,32 car f(3,32) = 0 et change de signes.

4. Réponse C.

La fonction g(x) = G’(x) est positive sur [2 ; 5], donc la fonction G est croissante sur [2 ; 5].

5. Réponse D

La fonction h est continue et est deux fois dérivables sur [0;7]. f/(z) = 32% — 18z + 23 et f'(x) = 62 — 18.

[ est convexe si et seulement si f(z) > 0.

f'(x) >0
6z — 18 > 18
6z > 18
18

>_
7%

z >3

[ est convexe pour tout x > 3, c’est-a-dire sur l'intervalle | — 3;7].

Exercice 2 (........ /8 points)

Partie A
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13 Novembre 2019



Chapitres 1 & 2 - Suites, continuité, convexité Niveau : Terminales ES/L

On a tracé ci-dessous, la courbe C; représentative d’une fonction f définie et dérivable sur [—6;6] ainsi que les
tangentes a la courbe C; aux points A et B d’abscisses respectives —2 et 2. On admet de plus, que le point B est un
point d’inflexion & la courbe Cy.

Y
B
3 2 -1 0,
— /n
Cr h -

On note f’ la fonction dérivée de la fonction f.

1. Par lecture graphique donner les valeurs de f'(—2) et f'(2).
2. La proposition f'(0) < f/(4) est-elle vraie ? Justifier votre réponse.

3. La proposition f”(—2) < f”(2) est-elle vraie ? Justifier votre réponse.

Partie B

On définie une fonction g(z) = 1023 4 1222 — 72z + 16 sur [—6;6] et on donne son tableau de variations :

1 gy ———— 2176

9(@) 1280
|

1. Montrer que g(z) = 0 admet trois solutions sur [—6; 6].

2. Justifier qu’une des solution est un entier et donner, sans justifier, une valeur approchée au centieme des deux
autres solutions.

3. En déduire le tableau de signes de g(z) sur [—6;6].

Partie C
La fonction f est défini tout = € [—6;6] par f(z) 6z —2*
a fonction f est définie pour tout = € [—6;6| par f(z) = ——.
p ;0[P 22— 1 +2
—5x? — 4z + 12
1. Montrer que la dérivée [’ de la fonction f est définie par f'(x) = a?—m—i—2
(22 —z+2)

2. a) Etudier le signe de f’(z).
b) Donner le tableau des variations de la fonction f. (Arrondir les valeurs au centiéme pres)

_ 102® + 1227 — 722 + 16 g(z)

N (22 —z +2)* (22— +2)Y

a) En utilisant les résultats de la partie B, étudier la convexité de la fonction f sur [—6;6].

3. On admet que f"(x) sur [—6; 6].

b) Déterminer les coordonnées des points d’inflexion de la courbe C;. (on arrondira les valeurs au centiéme pres).

Solution :
Partie A

1 f/(=2) = 0; f(2) = —1.

2. f'(0) > 0 car la tangente est croissante et f’(4) < 0 car la tangente est décroissante. Par conséquent : f/(0) >
f/(4). La proposition est fausse.
3. f est convexe en -2, par conséquent f”(—2) > 0. f admet un point d’inflexion en 2, par conséquent f”(2) = 0.

f
Donc f”(—2) > f"(2). La proposition est fausse.
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Partie B

1. e Sur [—6; —2], g est continue et strictement croissante. Ses images varient de -1280 & 128. D’apres le propriété
du théoréme des valeurs intermédiaires, g(z) = 0 admet une solution sur [—6; —2].

e Sur [—2;—1,2], g est continue et strictement décroissante. Ses images varient de 128 & -35,84. D’apreés le
propriété du théoréme des valeurs intermédiaires, g(z) = 0 admet une solution sur [—2;1, 2].

e Sur [1,2;6], g est continue et strictement croissante. Ses images varient de -35,84 & 2176. D’apres le propriété
du théoréme des valeurs intermédiaires, g(z) = 0 admet une solution sur [1, 2; 6].

Conclusion : g(z) = 0 admet trois solutions sur [—6;6].

2. A la calculatrice, on trouve z; ~ —3,43; x5 ~ 0,23; z3 = 2. En effet 'une des solutions est bien entiere.
g(2) =10x234+12x2%2 - 72x2+16 =80+ 48 — 144 + 16 = 128 + 16 — 144 = 144 — 144 = 0.

3. On en déduit le tableau de signes de la fonction g :

T -6 3,43 =) 0,23 1,2 2 6
. 12— 2176
9(x) 990 ———0 i e
g(x) = 0 4F 4F 0 = = 0 4F
Partie C

1. On pose u(z) = 6z — 2%, v/(z) = 6 — 2z, v(z) = 2% —x + 2, v'(z) = 2z — 1.

f(x) = ——=; par conséquent :

v(z)

!
(@) L
(6 —27)(z% —z +2) — (6 — 22)(2x — 1)
- (22 — x4+ 2)?
(622 — 6z + 12 — 22 + 222 — 4z) — (1222 — 62 — 222 + 2?)
- (22 —z +2)2
622 — 6x + 12 — 223 + 222 — 4z — 1222 + 62 + 223 — 22
a (22 — 1z + 2)?2
—223 4 223 + 622 + 222 — 1222 — 22 — 6z + 6z — 4z + 12
- (22 —x+2)2
—5z2 — 4 + 12
ENCE

2. a) La fonction = +— (22 — x + 2)? est strictement positive sur [—6;6]. Par conséquent, le signe de la dérivée
f'(z) dépend du numérateur. C’est-a-dire la fonction polynomiale du second degré z — —5z% — 4z + 12, avec
a=-5;b=—4; c=12.

A =b% — 4ac
= (—4)? —4 x (=5) x 12
=16 + 240
— 256

A > 0, la fonction polynomiale du second degré x — —5x? — 4x + 12 admet deux racines réelles.
VA = /256 = 16
—b+vVA  4+16 20

r1 =

2a  2x(-5) -10
—b— VA 4—16 —12
{L’Z = = = — = 172
2a 2x (=5) —10

Comme a < 0, on en déduit le tableau de signes suivant :
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f'(@) - 0 + 0 -

b) On en déduit les variations de f(z) sur [—6; 6]

T —6 —2 1,2 6
f'(@) - o+ 0 -
—1,64 2,57
) . — ) \

3. a) Comme z — (22 — 2 + 2)* est strictement positive sur [—6;6]; le signe f” est le méme que celui de son
numérateur. C’est-a-dire la fonction g.

D’apres la partie B, on connait le signe g. On en déduit donc le signe de f”.

z —6 —3,43 0,23 2 6
g(x) = 0 + 0 = 0 +
1" (z) = 0 4 0 = 0 4

Par conséquent, on en déduit la convexité de la fonction f sur [—6;6] :
o f"(x) <0 sur [-6;—3,43[. Par conséquent f est concave sur [—6; —3,43][.
o f(z) > 0sur | —3,43;0,23[. Par conséquent f est convexe sur | — 3,43;0, 23].
o f(z) <0 sur ]0,23;2[. Par conséquent f est concave sur ]0,23;2].
o f(x) > 0 sur |2;6[. Par conséquent f est convexe sur |2;6].
b) C; admet trois points d’inflexions, de coordonnées :
o (215 f(x1)) = (=3,43; f(=3,43)) = (-3,43; —1;88)
o (z2; f(22)) = (0,23; f(0,23)) = (0,23; -0, 73)
o (z3; f(z3)) = (2 f(2)) = (2;2)

/ N a
| /
A A v A B
/ ﬁ |
| B

3
=3

Cy

On note f’ la dérivée de la fonction f et f” la dérivée seconde de la fonction f.

Une des quatre courbes Cy1, Ca, C3 et Cy4 ci-dessous est la courbe représentative de la dérivée f’ et une autre la courbe
représentative de la dérivée seconde f”.

Déterminer la courbe qui représente la dérivée f’ et celle qui représente la dérivée seconde f”.
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Courbe C5 Courbe C,

Solution :

e On sait que f admet les variations suivantes. On en déduit donc le tableau de signes de f’ & partir des variations

de f.
x — —6 0 1,7 3
/() - T T
f'(x) + 0 —~ 0 T 0 _

Seule la courbe Cy est positive sur [—8; —6] U [0; 1, 5] et négative sur [—6;0] U [1, 5; 3]

Donc Cy est la courbe représentative de f'.

e On sait que f admet 4 points d’inflexions. Au points d’abscisses -5, -3, -1, 1. Cela implique que f”(—5) = 0,
f(=3)=0, f"(-1) =0, (1) = 0.
C’est la cas des courbes C3 et Cy4.

Cependant f(z) est concave sur |1; 3]. Cela implique que f”(z) < 0 sur ]1;3]. Ce n’est pas le cas de la courbe Cy.

Donc C3 est la courbe représentative de f”

Exercice 4 (........ /5 points)

A traiter pour ceuxr qui ne suivent PAS L’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE.

Sur un site de vente en ligne, Antoine a commandé une machine a café a capsules.

1. Chaque capsule achetée a 'unité cotite 0,60 €. Une offre permet d’acquérir 150 capsules au prix de 60 €.
De quel pourcentage de réduction bénéficie-t-on grace a 'offre par rapport a un achat a I'unité ?

2. Au ler janvier 2017, on comptait 60000 utilisateurs de cette machine a café.
On estime que chaque mois, 10 % des propriétaires cessent de 'utiliser mais on compte 24 000 nouveaux utilisateurs.

a) Expliquer pourquoi le nombre d’utilisateurs de cette machine & café n mois apres le ler janvier 2017, peut étre
modélisé par la suite (u,) définie par:

wo = 60000 et wu,iq = 0,9u, + 24000,
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b) On consideére la suite (vy,) définie, pour tout entier naturel n, par: v, = u, —240000. Démontrer que la suite
(vn) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

3. a) n étant un entier naturel, exprimer v,, en fonction de n.
b) En déduire que pour tout entier naturel n, wu, = 240000 — 180000 x 0,9™.

4. Au bout de combien de mois le nombre d’utilisateurs de cette machine a café dépassera-t-il pour la premiere fois
230000 ?

5. L’entreprise qui fabrique cette machine a café prétend qu’elle touchera un certain mois plus de 250 000 utilisateurs.
Que penser de cette affirmation?

Solution :

Sur un site de vente en ligne, Antoine a commandé une machine a café a capsules.

1. Chaque capsule achetée a I'unité cotite 0,60 €.

Une offre permet d’acquérir 150 capsules au prix de 60 €, ce qui fait % = 0,40 € a l'unité.
La réduction est donc de 0,20 sur 0,60 soit un tiers donc 33, 33 %.

2. Au ler janvier 2017, on comptait 60 000 utilisateurs de cette machine a café.
On estime que chaque mois, 10% des propriétaires cessent de l'utiliser mais on compte 24000 nouveaux
utilisateurs.

a) Soit (uy) la suite modélisant le nombre d’utilisateurs de cette machine & café n mois apres le ler janvier 2017.
Au 1 janvier 2017, on comptait 60 000 utilisateurs de cette machine a café donc ug = 60 000.

Retirer 10 % c’est multiplier par 0,9. On passe du mois n au mois n+ 1 en multipliant par 0,9 puis en ajoutant
24.000.

On peut donc dire que pour tout n, u,41 = 0, 9u,, + 24 000.

b) On consideére la suite (v,,) définie, pour tout entier naturel n, par: v, = u, —240000. On peut donc dire que
Uy, = Uy, + 240 000.

® Upi1 = Upt1 — 240000 = 0, 9u, + 24000 — 240000 = 0,9 (v, + 240000) — 216 000
=0, 9v, + 216000 — 216 000 = 0, v,
e vy = up — 240000 = 60 000 — 240 000 = —180 000

Donc la suite (v,,) est géométrique de raison ¢ = 0,9 et de premier terme vy = —180 000.

3. a) On en déduit que, pour tout n, on a v, = vy X ¢" = —180000 x 0,9™.
b) Pour tout entier naturel n, u, = v, + 240000 = 240 000 — 180000 x 0,9™.

4. Pour déterminer au bout de combien de mois le nombre d’utilisateurs de cette machine a café dépassera pour la
premiere fois 230000, on résout 'inéquation wu,, > 230000. A la calculatrice, on obtient :
ug7 = 229533 et usg = 230579, 7

Donc le nombre d’utilisateurs dépassera la premiere fois 230000 au bout du 28 mois.

5. L’entreprise qui fabrique cette machine a café prétend qu’elle touchera un certain mois plus de 250 000 utilisateurs.
lim w, = lim 240000—180000x0,9™ = lim 240000— lim 180000x lim 0,9™ = 240000—180000x0 =
n—+4o00 n——+o0o n—+4o0 n—+4o00

n—-+o0o

240000 donc, pour tout n, u, < 240000.

L’affirmation de ’entreprise est donc fausse.

Exercice 4 (........ /5 points)

A traiter pour ceuz qui suivent L’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE.

Un constructeur de planches de surf fabrique 3 modeles. La conception de chaque modéle nécessite le passage par 3
postes de travail.

e Le tableau 1 indique le nombre d’heures nécessaires par modele et par poste pour réaliser les planches ;

e Le tableau 2 indique le coftit horaire par poste de travail.
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Tableau 1 | Poste 1 | Poste 2 | Poste 3 Tableau 2
Modele 1 8h 10h 14h Poste 1 25€ /h
Modeéle 2 6h 6h 10h Poste 2 | 20€ /h
Modele 3 12h 10h 18h Poste 3 15€ /h
8 10 14 25
1. Soit H et C' les deux matrices suivantes: H=| 6 6 10| et C = {20
12 10 18 15

a) Donner la matrice produit P = H x C. Détailler le calcul du coefficient a3 ; de la matrice P.
b) Que représentent les coefficients de la matrice P = H x C' ?
2. Apres une étude de marché, le fabricant souhaite que les prix de revient par modele soient les suivants :
Modele 1 : 500 € ; Modele 2 : 350 € ; Modele 3 : 650 €.
Il cherche a déterminer les nouveaux cofits horaires par poste, notés a, b et ¢, permettant d’obtenir ces prix de
revient.
a) Justifier que la contrainte sur le modele 1 est donnée par : 8a 4+ 10b + 14¢ = 500.
Etablir les 2 autres équations du systéme dont a, b et ¢ sont solutions.
b) Déterminer les réels a, b et ¢ par un calcul matriciel.

Solution :

8 10 14 25 610
l.La) HxC=|[6 6 10| x [20] = (420
12 10 18 15 770

as;1 =12 x 25+ 10 x 20 + 18 x 15 = 770
b) Les coefficients de la matrice P représentent le cofits de fabrication des trois modeéles.

e Le modele 1 a un cotit de fabrication de 610 €.
e Le modele 2 a un cotit de fabrication de 420 €.
e Le modele 3 a un cott de fabrication de 770 €.

2. a) Pour résoudre ce probléme, on a 1’égalité matriciel suivante :

a 500
Hx|b]=1350
G 650
8 10 14 a 500
6 6 10| x|[b]=1350
12 10 18 @ 650

On en déduit donc le systeme d’équations suivant :

8a +10b+ 14c = 500
6a + 60+ 10c = 350
12a + 106 + 18¢ 650

Par conséquent la contrainte sur le modele 1 est donnée par ’équation : 8a+ 10b+ 14¢ = 500, la contrainte sur
le modeéle 2 par ’équation 6a+6b+10c = 350, la contrainte sur le modele 3 par I’équation 12a+ 106+ 18¢c = 650.
0,5 —2,5 1
b) H est une matrice inversible de matrice inverse H=! = | 0,75 —1,5 0,25
-0,75 2,5 —0,75

500 a
On sait que H=' x [ 350 | = [ b
650 c
500 0,5 —=2,5 1 500 25
D’aprés la calculatrice H=' x (350 | = | 0,75 —1,5 0,25 | x |350| = [ 12,5
650 -0,75 2,5 —0,75 650 12,5

Donc a = 25, b = 12,5, ¢ = 12, 5.
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